


Valor Esperado y Varianza

Valor Esperado

El valor esperado, o promedio, de una medicién X podemos escribir por E[X] = pu.

En la sismologia, podemos pensar en una medicién X siendo la medicién de velocidad del
suelo a un cierto tiempo en un sismograma (es decir, X corresponde a un punto en una
serie de tiempo).

Sin ruido sismico, una medicién X seria su valor esperado. Con ruido sismico, una
mediciéon X podria desviarse desde su valor esperado.

El valor esperado satisface las siguientes propiedades:

o El valor esperado de una medicién X multiplicado por una constante es igual a la
constante multiplicado por el valor esperado de la medicidn.

E[kX] = kE[X] (1)

@ El valor esperado de la suma de mediciones X y Y es igual a la suma de sus valores
esperados.
E[X + Y] = E[X] + E[Y] (2)
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Valor Esperado y Varianza
Varianza
La propiedad X — E[X] es una variable aleatoria que mide la desviacién de la medicién X

de su valor esperado. En otras palabras, X — E[X] es indicativa del ruido que contiene un
punto de la serie de tiempo. Podemos definir la varianza en la medicién:

Var(X) = E [(X - E[X])z]

o = E[(X - p)’]

Ref: htps://www.kalmanfilter.netEs background_es.html
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Valor Esperado y Varianza

Varianza

Ahora consideremos la varianza en la medicién X multiplicado por una constante, y
manipular usando la ecuacién 1:

Var(kX) = [ (kX — E[kX] 2]
—E [ (kX — kE[X])z}
—E [/8 (X — E[X])Q]
= KE [ (X — E[X])Q]
= Var(kX) = k*Var(X) (3)
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Varianza
Ultimamente, veremos la varianza en la suma de mediciones X y Y, usando las
ecuaciones 1y 2:
Var(X + ) = E [((X + Y) = (EX + Y])Y’]
= E[(X+ Y)Y = 2(X + V)E[X + Y] + (E[X + Y]]
= E[(X+ YY" = 2(X + Y)(E[X] + E[Y]) + (E[X] + E[Y])’]
—E [xz +2XY + Y? = 2XE[X] — 2YE[Y] — 2XE[Y] — 2YE[X]
FEXP + E[YP + 2E[X]E[Y]]
—E [(x2 — 2XE[X] + E[X]?) + (Y = 2YE[Y] + E[Y])
+2(XY — XE[Y] — YE[X] + E[X]E[Y])]
= E[(X = EXIY| + E [(v — EIVIY] +2E [(x — EX])(Y - E[Y])]
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Valor Esperado y Varianza

Varianza y Covarianza

Llegamos a la relacién

Var(X 4+ Y) = Var(X) 4+ Var(Y) + 2Cov(X, Y)
La covarianza entre mediciones X y Y, es decir
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])], es el valor esperado del producto entre

@ la desviacién de X de su valor esperado, y

@ la desviacién de Y de su valor esperado.

Si X y Y estdn mediciones independientes, por ejemplo el ruido en la medicién X tiene
ninglin relacién con el ruido en la medicidn Y/, la correlacién entre el ruido en las dos
mediciones es cero, y su covarianza es cero. En este caso:

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) (X, Y independientes entre ellas) (4)
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Amontonamiento - principio estadistico

Amontonamiento - principio estadistico

A un cierto tiempo en un sismograma, una medicién, X, de una sefal sismica, tiene ruido
incorporado. Podemos decir que la medicién tiene una funcién de densidad de poblacién
f(x), donde el valor esperado de X es p (el promedio de f(x)), y la varianza en X es o°.
Si hay mayor ruido en la sefial, su desviacién estdndar o seria mayor.

@ u se llama el promedio de la poblacién f(x)

@ 02 se llama la varianza en la poblacién f(x)
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Amontonamiento - principio estadistico

Amontonamiento - principio estadistico

Ahora vamos a tomar n mediciones independientes de X: es decir que tenemos X; con |
de 1 a n. Se puede pensar en las diferentes mediciones como sismogramas de diferentes
eventos tomados en diferentes estaciones, pero con la distancia fuente-estacién igual; o
en la exploracién con fuentes activas se puede generar la misma fuente varias veces y
registrar las ondas que genera. Ahora vamos a promediar estas n mediciones:

1<
X:Ei;x,-

i Cudl es el valor esperado de X, y su varianza?
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Amontonamiento - principio estadistico

Amontonamiento - valor esperado

Para calcular el valor esperado del promedio de las n mediciones, X, consideremos

_ 1 <
E[X]=E E;X;

1 n
=—-E Xi do la relacién (1
- ;:1 usando la relacién (1)
1¢ .
= E E[Xi] usando la relacién (2)
i=1

1 n
:;;u:u

Entonces el valor esperado del promedio X es el mismo que el valor esperado de cada
medicién individual. Eso no es una gran sorpresa.
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Amontonamiento - principio estadistico

Amontonamiento - varianza

La varianza en X considere la diferencia entre el promedio X y su valor esperado E[)_(]:
Var(X) = E [(>‘< - E[X])Q]

Para calcular su valor relativo a la varianza en una medicién (o2), consideremos

Var(X) = Var %ZX,-
i=1

1
= FVar ZXf usando la relacién (3)
i—1
= % Z Var(X;) usando la relacién (4)

Entonces Var(X), llamado la varianza en la muestra, se reduce por un factor de 1/n
comparado con la varianza en la poblacién de una sola medicién.
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Amontonamiento - principio estadistico

Amontonamiento - conclusién

e En conclusién, X, el promedio de las mediciones, es una estimacién de p que
aumenta en precisién cuando aumentamos la cantidad, n, de mediciones: La
desviacién estdndar del promedio de las n mediciones se reduce por un factor de
1/4/n.

@ En términos practicos, como ejemplo, el promedio de 100 mediciones independientes
de una sefial sismica aumentaria la taza sefal:ruido de las mediciones individuales
por un factor de 10. Eso es el poder del principio de amontonamiento.
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Al i - ejemplo y preg

Amontonamiento - ejemplo (figura de Shearer)

Periodo corto, componente vertical.

Vertical
60 T T T T T T T T T
P 50} 4
I — 1
& | + i
401 1 wof  p P 1
£ L Sk T ]
g a4 £ I ~Prks _ 1
2k " o]
£ a0f ! 4 E aof BT ey
1 £ @ F =
E .2 E L
5 | F SK
| + PKS - 4
[ 2l
201 delll\?
[ ss—% i « ]
= pcs ° g
10} Pt B
e, 4
o / =) 1 oW 11 PO T T T TR T S S
o 30 80 80 120 150 80 0 30 60 30 120 150 180
Distance{degrees) Distance (degrees)
513513 ADS. Amontonamiento (Stacking). 12/14



Al i - ejemplo y preg

Amontonamiento - preguntas

@ Usando su conocimiento de amontonamiento, explique las dreas blancas, negras y
gris en la figura en la pagina anterior.

@ Asuma que la distribucién de sismémetros en la Tierra es homogénea con 1 estacién
cada 1000 x 1000 km. Encuentre una expresién N(A) que estima la cantidad de
instrumentos que registran un terremoto a una distancia epicentral entre A° y
(A +1)°. Calcule N(A) para A =10, 45, 90, 180.

© Entonces, explique la estética en el sefial a distancias cerca de 0° y 180°.
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En parte de una clase practica se puede ver visualmente el poder de amontonamiento
para series de tiempo.

> https: nttmllr.com/ADSv2 /sac-05filters/ (seccién 5.5)


https://www.mttmllr.com/ADSv2/sac_05_filters/
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